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Re´sume´
Cet article est consacre´ a` l’e´tude de la convergence des suites de
solutions de l’e´quation des surfaces a` courbure moyenne constante
H . Nous de´finissons le lieu de convergence de la suite. Le principale
the´ore`me (The´ore`me 8) caracte´rise le comple´mentaire de ce lieu de
convergence : il montre que ce comple´mentaire est compose´ d’arcs de
cercle de courbure 2H . Nous donnons ensuite des re´sultats permettant
d’exploiter ce the´ore`me.
Abstract
This paper is devoted to the study of convergence of sequences of
solutions to the constant mean curvatureH equation. The convergence
domain is defined. The main theorem (Theorem 8) characterizes the
complement of this convergence domain: it shows that circle arcs of
curvature 2H compose this complement. We then give results which
allow us to use this theorem.
Introduction
Le but de ce texte est de pre´senter une e´tude de la convergence des suites
de solutions de l’e´quation des surfaces a` courbure moyenne constante :
div
(
∇u√
1 + |∇u|2
)
= 2H (CMC)
Cette e´quation diffe´rentielle elliptique impose au graphe de u d’eˆtre une
surface a` courbure moyenne constante H. Nous nous inte´ressons donc a` la
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convergence des suites (un) de solutions de (CMC) de´finies sur un domaine
Ω.
Le cas H = 0 correspond au cas des surfaces minimales. Pour l’e´quation
des surfaces minimales, une e´tude similaire a` celle qui va eˆtre pre´sente´e a
de´ja` e´te´ faite dans de pre´ce´dents articles [Ma2, Ma3].
Dans la suite, nous allons nous restreindre au cas H > 0, sachant que le
cas ne´gatif en de´coule si on conside`re −u au lieu de u.
Dans un article de 1972 [Sp], J. Spruck e´tudie le proble`me de Dirichlet
attache´ a` l’e´quation (CMC). J. Spruck souhaite autoriser les valeurs +∞
et −∞ sur le bord du domaine et ainsi trouver un re´sultat similaire a` celui
de H. Jenkins et J. Serrin pour l’e´quation des surfaces minimales [JS]. Pour
mener ce travail a` bien, J. Spruck s’inte´resse a` la convergence des suites
monotones de solutions de (CMC). Dans ce cas, la suite converge sur une
partie du domaine de de´finition et diverge vers +∞ ou −∞ suivant la mono-
tonie sur le reste du domaine. J. Spruck montre que le domaine ou` la suite
diverge est de´limite´ par des arcs de cercle de courbure 2H. Il obtient graˆce
a` cela des conditions d’existence similaires a` celles du cas des surfaces min-
imales.
Dans notre article, nous allons montrer que ces arcs de cercle qui de´limitent
diffe´rents comportements dans la convergence de la suite existent aussi
lorsque que l’on ote l’hypothe`se de monotonie.
Le principale re´sultat de l’article (the´ore`me 8) affirme que, si en un point
P du domaine la suite (∇un(P )) n’est pas borne´e, il en est alors de meˆme
pour tout point Q appartenant a` un arc de cercle de courbure 2H de Ω
passant par P . Ces arcs de cercles sont appele´s lignes de divergence de la
suite (un).
A l’image de l’e´tude des suites monotones, ce re´sultat peut eˆtre utilise´
pour la re´solution du proble`me de Dirichlet associe´ a` (CMC). Il permet aussi
d’obtenir des renseignements sur ces solutions [Ma1].
Dans une premie`re partie, nous allons pre´senter des notations et donner
quelques re´sultats que nous utiliserons dans les parties suivantes.
Dans la deuxie`me partie, nous donnons la de´finition du domaine de con-
vergence d’une suite, il s’agit d’une partie du domaine Ω ou` l’on peut assurer
la convergence de (un).
La partie 3 est consacre´e a` l’e´tude du comple´mentaire du domaine de
convergence et a` la de´monstration du the´ore`me 8. Cette partie aboutit a` la
de´finition des lignes de divergence de la suite (un).
La dernie`re partie contient de nombreux re´sultats qui permettent d’ex-
ploiter le the´ore`me 8 pour l’e´tude de la convergence ou de la divergence
d’une suite (un). Essentiellement, nous e´tudions les conse´quences de con-
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traintes sur ∂Ω par rapport a` la convergence de la suite (un).
1 Pre´liminaires
1.1 Quelques notations
Dans cette section nous allons fixer quelques notations que nous utilis-
erons par la suite.
Conside´rons Ω un domaine de R2 et P un point du bord de Ω. Comme
dans [Se1], [Se2] et [Sp], on de´finit la courbure exte´rieure de ∂Ω au point P
comme le supremum des courbures en P de toutes les courbes C2 passant
par P et ne rencontrant pas Ω. Le signe de la courbure est fixe´ par rapport
a` la normale entrante dans Ω. La courbure exte´rieure en P est note´e κˆ(P ).
Si aucune courbe C2 n’existe, on pose κˆ(P ) = −∞. Par exemple, si Ω est
convexe, en tout point P ∈ ∂Ω, κˆ(P ) ≥ 0.
A plusieurs reprises, nous serons amene´s a` conside´rer des arcs de cercle
de rayon 1/(2H). Si C est un tel arc de cercle, sauf mention du contraire, la
normale a` C que l’on conside`rera sera toujours celle donne´e par le vecteur
de courbure. On notera ν cette normale, ainsi le vecteur de courbure sera
2Hν (on rappelle que H est suppose´ positif). Par exemple, si C est l’arc de
cercle parame´tre´ par
c : s 7−→
(
x0 +
1
2H
cos(2Hs), y0 +
1
2H
sin(2Hs)
)
avec s ∈ I, la normale est ν(c(s)) = (− cos(2Hs),− sin(2Hs)).
Par abus de notation, il nous arrivera de voir le vecteur ν comme un
vecteur horizontal de R3 en lui adjoignant une troisie`me coordonne´e nulle.
De meˆme, il nous arrivera aussi de voir les vecteurs horizontaux de R3 comme
des vecteurs de R2.
1.2 L’e´quation des surfaces a` courbure moyenne constante
Conside´rons un domaine Ω de R2 et u une fonction de´finie sur Ω. Sur le
graphe de u, la normale que l’on conside`re est celle qui pointe vers le haut.
Le graphe de u a alors une courbure moyenne constante H si u satisfait
l’e´quation :
div
(
∇u√
1 + |∇u|2
)
= 2H (CMC)
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Lorsque l’on e´tudie les solutions de l’e´quation des surfaces a` courbure
moyenne constante, on introduit la forme diffe´rentielle
ωu =
ux
W
dy − uy
W
dx
On utilise les notations suivantes : ux et uy de´signent les de´rive´es premie`res
de u et W =
√
1 + |∇u|2. Sur cette forme, l’e´quation (CMC) se traduit
par dωu = 2Hdx ∧ dy. On constate aise´ment que ||ωu|| ≤ 1 ; graˆce a` cela
et a` la remarque pre´ce´dente, on peut de´finir l’inte´grale de ωu sur des arcs
inclus dans le bord du domaine ou` la fonction u peut ne pas eˆtre de´finie
ou de´rivable. La forme diffe´rentielle ωu est porteuse de nombreux renseigne-
ments sur la solution u (voir par exemple [Sp]) ; de plus, on a le lemme
suivant.
Lemme 1. Soit Ω un domaine du plan et u une solution de (CMC) sur Ω.
On conside`re C un arc du bord de Ω, C est oriente´ comme faisant partie du
bord de Ω et on de´signe par s la longueur d’arc le long de C. On a alors les
deux proprie´te´s suivantes :
– Si C est un arc de cercle de courbure κˆ = 2H et ωu = ds le long de
C, u prend alors la valeur +∞ le long de C.
– Si C est un arc de cercle de courbure κˆ = −2H et ωu = −ds le long
de C, u prend alors la valeur −∞ le long de C.
De´monstration. Les deux cas se prouvent de fac¸on identique, on ne donne
donc que la preuve du premier point. Conside´rons P un point de C et notons
D l’ensemble des points de Ω a distance r de P . Pour r suffisament petit, le
re´sulat de J. Spruck [Sp] concernant le proble`me de Dirichlet pour (CMC)
nous dit qu’il existe v une solution de (CMC) sur D qui prend la valeur +∞
sur la partie du bord de D incluse dans C et les meˆmes valeurs que u sur
le reste du bord de D. La preuve du lemme consiste alors a` de´montrer que
u = v sur D.
Si u 6= v, on peut alors supposer qu’il existe η > 0 tel que D′ = {v −
u > η} soit non-vide. Le bord de D′ est compose´ d’une partie incluse dans
l’inte´rieur de D et e´ventuellement d’une partie incluse dans C. On a d(ωv−
ωu) = 0, donc : ∫
∂D′
ωv − ωu = 0
D’apre`s les hypothe`ses et le lemme 4.3 de [Sp], le long de ∂D′∩C, ωu = ds =
ωv ; ainsi l’inte´grale sur cette partie du bord est nulle. Par ailleurs, d’apre`s le
lemme 2 dans [CK], l’inte´grale le long du reste du bord de D′ est strictement
ne´gative car, sur D′, v ≥ u+ η. Ceci nous donne une contradiction et donc
u = v.
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Remarquons qu’il nous arrivera d’utiliser, par la suite, les notations
usuelles suivantes : p et q pour de´signer respectivement ux et uy les de´rive´es
premie`res de u et r, s et t pour uxx, uxy et uyy.
1.3 Une famille de solutions
Dans cette partie, nous allons pre´senter une famille particulie`re de solu-
tions de (CMC) que nous utiliserons par la suite.
On cherche une solution u(x, y) pre´sentant une syme´trie radiale : on
suppose que u peut s’e´crire u(x, y) = f(r) avec r =
√
x2 + y2. Si u est
solution de l’e´quation des surfaces a` courbure moyenne constante, on montre
alors que f doit ve´rifier :
f ′√
1 + f ′2
= Hr +
t
r
ou` t est un parame`tre.
Pour que la fonction f existe, il faut et il suffit que t < 1/(4H) ; on ne va
s’inte´resser qu’au cas ou` t ∈]0, 1/(4H)[. On montre alors que f n’est de´finie
que sur l’intervalle
r1(t) =
1−√1− 4tH
2H
≤ r ≤ 1 +
√
1− 4tH
2H
= r2(t)
et est de´rivable sur l’intervalle ouvert. On normalise la solution f en posant
f(1/(2H)) = 0.
Ainsi pour tout t ∈]0, 1/(4H)[, cette fonction f de´finit une solution de
(CMC) que l’on note ht sur la couronne r1(t) ≤
√
x2 + y2 ≤ r2(t). Avec la
normalisation de f , la fonction ht est nulle sur le cercle de rayon 1/(2H).
Le graphe de ht correspond a` un morceau d’ondulo¨ıde d’axe verticale.
Tout d’abord, on constate que lorsque t tend vers 1/(4H), les fonctions
r1(t) et r2(t) tendent vers 1/(2H).
On constate aussi que la de´rive´e normale de ht sur le cercle r = r1(t)
vaut −∞.
Notons C un arc du cercle d’e´quation r = 1/(2H) oriente´ dans le sens
direct. L’expression de f ′ montre que :∫
C
ωht = (
1
2
+ 2Ht)ℓ(C)
ou` ℓ(C) de´signe la longueur de l’arc C. Ainsi lorsque t tend vers 1/(4H), on
obtient :
lim
∫
C
ωht = ℓ(C)
5
2 Le domaine de convergence
On conside`re un domaine Ω de R2 et une suite (un) de solutions sur Ω
de l’e´quation (CMC). Notre but est d’e´tudier la convergence e´ventuelle de la
suite. L’objectif de cette partie est de de´terminer le lieu ou` celle-ci converge.
Pour l’e´quation des surfaces a` courbure moyenne constante, on connaˆıt
diffe´rents re´sultats de convergence, le principale est le suivant.
The´ore`me 2. Soit (un) une suite de solutions de l’e´quation (CMC) sur un
domaine Ω. On suppose que la suite est uniforme´ment borne´e sur Ω. Il existe
alors une sous-suite qui converge sur Ω vers une solution u de (CMC). La
convergence est la convergence Ck sur tout compact de Ω et ce pour tout
k ∈ N.
Ce the´ore`me est un re´sultat classique de compacite´ pour les solutions
d’e´quations aux de´rive´es partielles elliptiques. Maintenant, les suites que
nous allons e´tudier ne sont pas, en ge´ne´ral, uniforme´ment borne´es sur le
domaine ni meˆme sur tout compact du domaine. Par exemple, si u est une
solution de (CMC) et cn est une suite de re´els, la suite (u+ cn) ne converge
que si cn converge. Cette remarque justifie que dans la suite on s’autorisera
des translations verticales pour assurer la convergence ; une autre fac¸on de
voir cela est de dire que l’on s’inte´resse essentiellement a` la convergence de
la suite des de´rive´s.
La convergence qui nous inte´resse est celle du the´ore`me 2, c’est-a`-dire la
convergence Ck sur tout compact. Entre autre, ceci implique que, si une suite
de solutions de (CMC) converge, la suites de ses gradients ou la suite (Wn)
reste uniforme´ment borne´e sur tout compact inclus dans Ω. Cette remarque
est lie´e a` notre premier re´sultat.
Lemme 3. Soit Ω un domaine de R2 et u une solution de l’e´quation des
surfaces a` courbure moyenne constante sur Ω. On conside`re P un point de
Ω et on note M =W (P ). Il existe alors R > 0 qui ne de´pend que de H, M
et de la distance de P au bord de Ω tel que, sur le disque de centre P et de
rayon R, la fonction W soit majore´e par 2M .
De´monstration. Tout d’abord, on note r0 la distance de P au bord de Ω. La
preuve du lemme repose essentiellemnt sur un estime´ des de´rive´es secondes
de u parW qui est duˆ a` R. Finn [Fi]. Dans son article, il de´montre (The´ore`me
2) qu’il existe une constante C(H, d) ne de´pendant que deH et de la distance
d au bord de Ω telle que, pour tout point Q :
r2(Q) + s2(Q) + t2(Q) ≤ C(H, d)W 6(Q)
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L’expression de C est complexe car faisant intervenir des inte´grales ellip-
tiques. Toutefois, sa re´gularite´ nous permet de dire qu’il existe une con-
stante C ′ ne de´pendant que de H et de r0 telle que, pour tout point Q dans
le disque de centre P et de rayon r0/2, on ait :
r2(Q) + s2(Q) + t2(Q) ≤ C ′W 6(Q)
Maintenant, on a∇W = (rp+ sq
W
,
sp+ tq
W
) ; ainsi sur le disqueD(P, r0/2)
on a ||∇W || ≤ C˜W 3 (C˜ ne de´pendant que de H et r0). Conside´rons z une
solution du proble`me de Cauchy : z′ = C˜z3 et z(0) = M ; z est de´finie sur
[0, 1
2M2C˜
[ par :
1
M2
− 1
z2
= 2C˜r
Ainsi, pour r ≤ 3
8M2C˜
, z ≤ 2M . Maintenant, la majoration de ∇W nous dit
qu’en coordonne´e polaire autour de P : W (r, θ) ≤ z(r). Donc W est majore´
par 2M sur le disque D(P,min(r0/2,
3
8m2C˜
)) ; ceci est le re´sultat cherche´.
Nous posons alors la de´finition suivante.
De´finition 4. Soit Ω un domaine de R2 et (un) une suite de solutions de
(CMC) sur Ω. On appelle domaine de convergence de la suite (un) l’ensem-
ble :
B(un) = {Q ∈ Ω | (Wn(Q))n∈N est borne´e}
Le lemme 3 permet alors de prouver la proposition suivante qui explique
la de´finition ci-dessus.
Proposition 5. Soit Ω un domaine de R2 et (un) une suite de solutions de
(CMC) sur Ω. On a les deux proprie´te´s suivantes :
1. L’ensemble B(un) est un ouvert de Ω.
2. Soit P ∈ B(un) et C la composante connexe du domaine de conver-
gence contenant P , il existe alors une sous-suite de
(
un − un(P )
)
qui
converge sur C.
De´monstration. La proprie´te´ 1 est une conse´quence directe du lemme 3.
Pour la seconde proprie´te´, on remarque tout d’abord que le lemme 3 implique
que la suite (∇un) est uniforme´ment borne´e sur tout compact inclus dans
B(un). Ainsi, sur tout compact inclus dans C, la suite (un − un(P )) est
uniforme´ment borne´e et le the´ore`me 2 permet de construire une sous-suite
qui converge. En conside´rant une suite exhaustive de compacts de C, un
argument de type diagonale de Cantor permet alors de prouver la seconde
proprie´te´.
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La proprie´te´ 2 illustre l’utilisation de translations verticales pour as-
surer la convergence d’une sous-suite. Maintenant la compre´hension de la
convergence e´ventuelle d’une suite passe par l’e´tude du comple´mentaire du
domaine de convergence.
3 Les lignes de divergence
Le but de cette partie est de comprendre ce qui se passe si un point P
n’appartient pas au domaine de convergence d’une suite (un) de solutions de
(CMC). La premie`re e´tape consiste a` traduire le fait que la suite (Wn(P ))
n’est pas borne´e. Tout d’abord, on remarque que la normale au graphe au
dessus du point P est donne´e par :
Nn(P ) =
(−pn
Wn
,
−qn
Wn
,
1
Wn
)
(P )
On rappelle que l’on a choisi la normale qui pointe vers le haut. Comme
(Wn(P )) n’est pas borne´e, il existe une sous-suite de normales qui converge
vers un vecteur unitaire horizontal. C’est, en fait, cette situation que l’on va
essayer de comprendre. On a un premier re´sultat.
Proposition 6. Soit (un) une suite de solutions de (CMC) de´finies sur le
disque D(0, r) ; on suppose que la suite des normales au dessus de l’orig-
ine (Nn(0)) converge vers le vecteur (1, 0, 0). On conside`re α ∈]0, 1[ et on
note alors Dn le disque ge´ode´sique du graphe de un de rayon αr centre´ en
(0, 0, un(0)). Quitte a` translater verticalement Dn, une sous-suite de (Dn)
converge vers le disque ge´ode´sique de rayon αr centre´ en (0, 0, 0) du cylindre
vertical d’e´quation (x− 12H )2 + y2 = ( 12H )2.
De´monstration. On commence par translater verticalement Dn dans le but
de fixer le centre des disques en l’origine. Tout point de Dn est a` distance
supe´rieure a` (1−α)r du bord du graphe de un. Il existe donc une constante
M telle que, pour tout entier n et tout point Q ∈ Dn, la courbure de Gauss
en Q soit borne´e part M en valeur absolue. La courbure e´tant borne´e, il
existe une sous-suite de (Dn) qui converge vers D un disque ge´ode´sique
de centre (0, 0, 0) et de rayon αr (voir [MRR]). D est a` courbure moyenne
constante H et la normale en son centre est (1, 0, 0). On note N3 la troisie`me
coordone´e de la normale a` D. D e´tant la limite d’une suite de graphe, N3
est positive ; par ailleurs, N3 satisfait l’e´quation suivante :
∆DN
3 = −(4H2 − 2K)N3
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Cette e´quation est la traduction de l’harmonicite´ de l’application de Gauss
sur un surface a` courbure moyenne constante [He]. (4H2 − 2K) est positif
ainsi N3 est sur-harmonique. Or N3 est nulle en l’origine, elle atteint donc
son minimum ; ceci implique que N3 est constante et donc N3 = 0. D
est donc a` courbure moyenne constante H et a` normale horizontale : ceci
implique que D est inclus dans le cylindre d’e´quation :
(x− 1
2H
)2 + y2 = (
1
2H
)2
Cette proposition a pour conse´quence la convergence de la normale vers
des vecteurs horizontaux au dessus d’un arc de cercle du domaine.
Proposition 7. Soit (un) une suite de solutions de (CMC) de´finies sur
D(0, r) ; on suppose que Nn(0) converge vers le vecteur (1, 0, 0). Alors pour
tout α ∈]0, 1[, il existe une sous-suite de (Nn) que l’on note (Nn′) telle que,
pour presque tout s ∈ [−αr, αr], on ait :
Nn′(c(s)) −→ (cos(2Hs),− sin(2Hs), 0)
ou` c est l’arc de cercle : c(s) = (
1
2H
− 1
2H
cos(2Hs),
1
2H
sin(2Hs)).
De´monstration. Conside´rons β ∈]α, 1[. On applique la proposition 6 aux dis-
ques ge´ode´siques Dn(βr). Alors, pour une sous-suite que l’on note (Dn′(βr)),
ces disques convergent vers D un disque ge´ode´sique inclus dans un cylindre
vertical de rayon 12H . Ce disque contient, entre autre, la courbe Γ parame´tre´e
par : s 7→ (c(s), 0) pour s ∈ [−αr, αr]. Sur Dn′ et D, on de´finit les formes
diffe´rentielles Ω = dX ∧ N ou` dX = (dx1,dx2,dx3) et N est la normale a`
la surface ; on note alors Ω3 la troisie`me coordonne´e de Ω. Remarquons que
ces formes diffe´rentielles ont une de´pendence en n que l’on ne marque pas.
Graˆce a` la convergence Dn′(βr) → D, il existe dans le graphe de un′
une courbe Γn′ telle que la suite (Γn′) converge de fac¸on lisse vers Γ. Plus
pre´cisement, on peut, entre autre, assurer que :
1. si γn′ est la projection de Γn′ sur le plan xy, alors pour tout ε > 0, γn′
est dans un ε voisinage de c pour n′ assez grand ;
2.
∫
Γ
n′
Ω3 −→
∫
Γ
Ω3, ceci car la convergence des disques ge´ode´siques est
re´gulie`re.
On a
∫
ΓΩ3 = −2αr ; ainsi lim
∫
Γ
n′
Ω3 = −2αr. Par ailleurs,
∫
Γ
n′
Ω3 =∫
γ
n′
ωn′ ou` ωn est la forme diffe´rentielle ωun introduite dans la premie`re
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partie. On note A = c(−αr) et B = c(αr) les extre´mite´s de c et An′ et Bn′
les extre´mite´s de γn′ correspondantes. Conside´rons ε > 0, pour n
′ suffisament
grand, γn′ est dans le ε-voisinage de c. On peut alors relier A a` An′ et B
a` Bn′ par des segments de longueur infe´rieure a` ε. On cre´e ainsi un lacet
inclus dans le ε-voisinage de c et dont la majeure partie est compose´e de c
et γn′ . Comme dωn′ = 2Hdx ∧ dy, l’inte´gration de ωn′ le long de ce lacet
nous donne la majoration suivante :∣∣∣∣∣
∫
c
ωn′ −
∫
γ
n′
ωn′
∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
[A,A
n′
]∪[B,B
n′
]
ωn′
∣∣∣∣∣+ 2HAire(ε-voisinage de c) = O(ε)
Cette majoration montre que lim
∫
c
ωn′ = lim
∫
γ
n′
ωn′ = −2αr. Main-
tenant on note N1 et N2 les deux premie`res composantes de la normale.
Alors : ∫
c
ωn′ =
∫ αr
−αr
− cos(2Hs)N1n′(c(s)) + sin(2Hs)N2n′(c(s))ds
Or, on a − cos(2Hs)N1n′(c(s)) + sin(2Hs)N2n′(c(s)) ≥ −1 ; la convergence de∫
c
ωn′ implique donc que − cos(2Hs)N1n′(c(s))+ sin(2Hs)N2n′(c(s)) converge
vers −1 dans  L1([−αr, αr ]). Ceci implique qu’il existe une sous-suite que l’on
indice n′′ telle que, pour presque tout s :
− cos(2Hs)N1n′′(c(s)) + sin(2Hs)N2n′′(c(s)) −→ −1
Ceci se traduit par : (
N1n′′(c(s))
N2n′′(c(s))
)
−→
(
cos(2Hs)
− sin(2Hs)
)
Ce qui ache`ve la de´monstration.
Les deux propositions pre´ce´dentes sont des re´sultats locaux ; on en de´duit
le re´sultat global suivant.
The´ore`me 8. Soit Ω un domaine et (un) une suite de solutions de l’e´quation
des surfaces a` courbures moyenne constante sur Ω. On conside`re P un point
de Ω et N un vecteur unitaire horizontal. On note C l’arc de cercle inclus
dans Ω passant par P et de vecteur de courbure 2HN en P . Finalement,
pour Q ∈ C, on note ν(Q) le vecteur unitaire horizontal normal a` C tel que
2Hν(Q) soit le vecteur de courbure de C en Q (ν(P ) = N).
Si la suite de normale (Nn(P )) converge vers N alors, pour tout Q ∈ C,
(Nn(Q)) converge vers ν(Q).
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Dans la de´monstration, nous allons utiliser la terminologie d’extraction :
une extraction θ est une application strictement croissante de N dans N.
Ainsi toute sous-suite de (un) peut s’e´crire uθ(n) avec θ une extraction. Une
sous-extraction θ′ d’une extraction θ est une extraction s’e´crivant θ′ = θ ◦ β
avec β une extraction.
De´monstration. Tout d’abord on parame´trise l’arc C par longueur d’arc, on
de´finit ainsi c :]a, b[→ Ω avec c(0) = P . C est oriente´ de telle fac¸on que
(ν(c(s)), c′(s)) soit une base orthonorme´e directe.
On commence par conside´rer θ une extraction, on va alors montrer qu’il
existe une sous-extraction θ′ de celle-ci telle que Nθ′(n)(Q) → ν(Q) pour
presque tout Q ∈ C. Pour cela, on note F l’ensemble des ε > 0 tel qu’il
existe θ′ sous-extraction de θ avec Nθ′(n)(Q) → ν(Q) pour presque tout
Q ∈ c(]a + ε, b − ε[). Comme Nθ(n)(P ) → ν(P ), la proposition 7 montre
que F est non-vide. Soit ε0 = inf F , nous allons montrer que ε0 = 0 ; pour
cela, supposons que ε0 > 0. On conside`re P1 = c(a + ε0) et P2 = c(b − ε0).
On choisit R tel que les disques D(Pi, R) soient inclus dans Ω. Maintenant,
d’apre`s la de´finition de ε0 ; il existe Q1 = c(s1) avec s1 ∈]a+ε0, a+ε0+R/3[,
Q2 = c(s2) avec s2 ∈]b − ε0 − R/3, b − ε0[ et une sous-extraction θ1 de θ
telle que limNθ1(n)(Qi) = ν(Qi) et limNθ1(n)(Q) = ν(Q) pour presque tout
Q ∈ c(]a + ε0, b − ε0[). On a D(Qi, 2R/3) ∈ Ω, donc on peut appliquer la
proposition 7 aux points Qi avec α = 3/4. Il existe alors une sous-extraction
θ2 de θ1 telle que Nθ2 converge vers ν pour presque tout point de c(s1 −
R/2, s1 + R/2) et c(s2 − R/2, s2 + R/2). Or s1 − R/2 < a + ε0 et b − ε0 <
s2 + R/2, donc ε0 ne peut eˆtre strictement positif. ε0 e´tant nul, le proce´de´
diagonal de Cantor permet de construire la sous-extraction θ′ de θ souhaite´e.
Entre autre, il existe des extractions θ telles que Nθ(n) converge vers ν
pour presque tout Q ∈ C ; conside´rons θ une telle extraction. On va montrer
qu’en fait on a la convergence pour tout Q de C. Soit Q ∈ C tel que Nθ(n)(Q)
ne converge pas vers ν(Q). Tout d’abord, comme dans tout voisinage de
Q, il existe des points de C ou` Nθ(n) converge vers ν, Q n’appartient pas
au domaine de convergence de la suite (un). Ainsi il existe θ
∗ une sous-
extraction de θ telle que Nθ∗(n)(Q) converge vers N
∗ un vecteur unitaire
horizontal diffe´rent de ν. A ce vecteur N∗ est associe´ un arc de cercle C∗ de
rayon 1/(2H) passant par Q comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me ; on de´finit
aussi la normale ν∗ le long C∗. D’apre`s ce que l’on vient de montrer, il existe
une sous-extraction que l’on notera toujours θ∗ telle que Nθ∗(n) converge vers
ν∗ pour presque tout point de C∗.
Quitte a` changer l’origine de c on peut supposer que c(0) = Q. On
parame´trise C∗ par longueur d’arc par c∗ avec c∗(0) = Q ; C∗ est oriente´
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comme C par rapport a` N∗. Soit ε > 0, on note alors A = c(−ε) et B∗ =
c∗(ε). Les arcs de cercles
⌢
AQ et
⌢
QB∗ he´ritent de l’orientation de C et C∗.
On conside`re alors D le domaine borde´ par les deux arcs de cercles
⌢
AQ et
⌢
QB∗ et le segment [B∗, A], pour ε suffisament petit D est un vrai domaine
inclus dans Ω. De meˆme avec B = c(ε) et A∗ = c∗(−ε), le domaine D′ borde´
par les arcs de cercles
⌢
A∗Q et
⌢
QB et le segment [B,A∗] est inclus dans Ω
pour ε petit. Suivant les cas, soit l’orientation AQB∗ correspond a` celle de
∂D en tant que bord de D soit c’est celle de A∗QB qui correspond a` celle
de ∂D′ ; on se reporte a` la figure 1.
C∗
C∗
C
C
D
B∗
B
A
D′
A∗
Q
Q
Fig. 1 –
On suppose que le premier cas se produit (l’autre cas est identique). On
inte`gre alors ωθ∗(n) le long du bord de D :∫
⌢
AQ
ωθ∗(n) +
∫
⌢
QB∗
ωθ∗(n) +
∫
[B∗,A]
ωθ∗(n) =
∫
∂D
ωθ∗(n)
= 2HAire(D)
> 0
Or d’apre`s la convergence des normales le long de C et C∗, on sait que
lim
∫
⌢
AQ
ωθ∗(n) = −ε et lim
∫
⌢
QB∗
ωθ∗(n) = −ε. Donc, en utilisant ||ωn|| < 1,
un passage a` la limite nous donne 2ε < ℓ([A,B∗]) ; ceci contredit l’ine´galite´
triangulaire.
On sait donc maintenant que Nθ(n)(Q) converge vers ν(Q) pour tout
Q ∈ C. Soit Q un point de C et supposons que Nn(Q) ne converge pas
vers ν(Q). Pour une extraction α, on peut supposer que Nα(n)(Q) converge
vers N ′ un vecteur unitaire diffe´rent de ν(Q). Or Nα(n)(P ) converge vers
N = ν(P ) donc, d’apre`s ce que l’on a de´ja` de´montre´, il existe α′ une sous-
extraction de α telle que Nα′(n) converge vers ν pour tout point de C. Entre
autre, en Q, on a N ′ = limNα(n)(Q) = limNα′(n)(Q) = ν(Q).
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Ceci finit de prouver que Nn converge vers ν pour tout point de C.
Il y a diffe´rentes conse´quences que l’on doit retenir de ce re´sultat. Tout
d’abord, le the´ore`me 8 nous dit que le comple´mentaire du domaine de con-
vergence B(un) est une union d’arc de cercle de rayon 1/(2H). On pose
d’ailleurs la de´finition suivante.
De´finition 9. On conside`re C un arc de cercle inclus dans Ω de rayon
1/(2H) et on note ν la normale a` C comme dans le the´ore`me 8. Soit (un)
une suite de solutions de (CMC) de´finies sur Ω. Alors si il existe (Nn′) une
sous suite des normales aux graphes des un qui converge vers ν pour tout
point Q de C, on dit que C est une ligne de divergence de la suite (un).
On dit de plus que la sous-suite d’indice (n′) fait apparaˆıtre la ligne de
divergence C.
Ainsi le comple´mentaire du domaine de convergence est l’union des lignes
de divergence de la suite (un).
Comme on l’a vu dans les de´monstrations, la convergence de la suite
des normales le long d’une ligne de divergence se traduit sur la convergence
des inte´grales des 1-formes ωn. Ainsi, conside´rons C une ligne de divergence
avec, par exemple, Nnk(Q) → ν(Q) pour tout point Q de C. On conside`re
T un sous-arc de C et on suppose T oriente´ par un vecteur v tangent en
P ∈ C tel que (ν(P ), v) soit une base directe. On a alors :
lim
k→+∞
∫
T
ωnk = −ℓ(T )
ou` ℓ(T ) de´signe la longueur de l’arc T . D’une manie`re ge´ne´rale, c’est cette
caracte´risation des lignes de divergence qui est la plus utile.
4 Quelles lignes de divergence existent ?
Les deux sections pre´ce´dentes nous expliquent les objets que l’on peut
introduire lors de l’e´tude de la convergence d’une suite (un) de solutions de
(CMC). Toutefois elles ne donnent pas de renseignements qui permettent de
conclure sur la convergence de la suite. Le but de cette section est de donner
des re´sultat qui permettent cette discussion.
Essentiellement, nous allons donner des re´sultat qui permettent d’inter-
dire l’apparition de certaine ligne de divergence. L’ide´e est qu’une ligne de
divergence a des extre´mite´s sur le bord du domaine et donc des conditions
sur ∂Ω permettent de controˆler les lignes de divergence de la suite.
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4.1 Le cas des donne´es infinies
Le premier re´sultat que l’on peut donner concerne le cas ou` les fonctions
un prennent toutes des valeurs infinies le long d’une partie du bord de Ω.
On sait, graˆce a` J. Spruck, que si une solution u de (CMC) prend la valeur
+∞ le long d’un arc A du bord de Ω alors A est un arc de cercle de courbure
exte´rieure κˆ = 2H. On a alors un premier re´sultat.
Proposition 10. On conside`re Ω un domaine de R2 dont un arc A du bord
est un arc de cercle de courbure exte´rieure κˆ = 2H. On conside`re (un) une
suite de solutions de (CMC) sur Ω telle que, pour tout n, la fonction un
tende vers +∞ en tout point de A. Alors aucune ligne de divergence de la
suite (un) n’a pour extre´mite´ un point inte´rieur a` A.
De´monstration. Tout d’abord, supposons qu’une telle ligne de divergence C
existe et notons P l’extre´mite´ de C appartenant a` A. On peut supposer que
l’arc de cercle A est l’arc parame´tre´ par longueur d’arc de la fac¸on suivante
a : s 7→ ( 12H cos(2Hs), 12H sin(2Hs)) avec a(0) = P et −η < s < η. On note
ν la normale a` C telle que, pour tout point Q de C, Nn′(Q)→ ν(Q). Quitte
a` syme´triser Ω par rapport a` y = 0 et conside´rer la suite (un(x,−y)) sur
le nouveau domaine, on peut supposer que (ν(P ), (−1, 0)) forme une base
directe. On suivra la suite des notations sur la figure 2. On note alors 2α
P
D
Q2
ε
A
C
2α
Q1
Fig. 2 –
l’angle entre la tangente a` C en P et celle de A en P , α est inclus dans
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]0, π/2[. Conside´rons ε > 0, on note Q1 le point de C a` distance ε de P et
Q2 le point de A a` distance ε de P appartenant a` y > 0. On conside`re D le
domaine compris entre les arcs de cercle
⌢
Q1P⊂ C et
⌢
PQ2⊂ A et le segment
[Q2, Q1]. On a alors :
2HAire(D) =
∫
∂D
ωn′
Ceci implique que :∫
⌢
Q1P
ωn′ +
∫
⌢
PQ2
ωn′ = 2HAire(D)−
∫
[Q2,Q1]
ωn′
≤ 2HAire(D) + ℓ([Q2, Q1])
Commme un′ prend la valeur +∞ le long de A,
∫
⌢
PQ2
ωn′ = ℓ(
⌢
PQ2) avec
ℓ(
⌢
PQ2) la longueur de l’arc
⌢
PQ2. Comme C est une ligne de divergence et
que Nn′(Q)→ ν(Q) pour tout Q ∈ C, un passage a` la limite dans l’ine´galite´
ci-dessus donne ℓ(
⌢
Q1P ) + ℓ(
⌢
PQ2) ≤ 2HAire(D) + ℓ([Q2, Q1]). Or on sait
que ℓ(
⌢
Q1P ) = ℓ(
⌢
PQ2) = ε + o(ε), ℓ([Q2, Q1]) ≤ 2ε sinα et Aire(D) ≤ αε2.
Donc on a 2ε + o(ε) ≤ 2Hαε2 + 2ε sinα ; ceci implique 2 ≤ 2 sinα, ce qui
est impossible puisque α ∈]0, π/2[.
On a aussi un re´sultat e´quivalent lorsque toutes les fonctions un prennent
la valeur −∞ le long du bord. J. Spruck a montre´ que, si une solution u de
(CMC) prend la valeur −∞ le long d’un arc B du bord de Ω, l’arc B est
est un arc de cercle de courbure exte´rieure κˆ = −2H. Les techniques de
la preuve de la proposition 10 s’adaptent alors pour de´montrer le re´sultat
suivant.
Proposition 11. On conside`re Ω un domaine de R2 dont un arc B du bord
est un arc de cercle de courbure exte´rieure κˆ = −2H. On conside`re (un) une
suite de solutions de (CMC) sur Ω telle que, pour tout n, la fonction un
tende vers −∞ en tout point de B. Alors aucune ligne de divergence de la
suite (un) n’a pour extre´mite´ un point inte´rieur a` B.
Un outil inte´ressant pour e´tudier les lignes de divergence ainsi que les
limites sur le domaine de convergence est donne´ par le re´sultat suivant. Il
permet de comprendre le comportement d’une e´ventuelle limite de la suite
(un) sur le bord d’une composante du domaine de convergence.
Proposition 12. On conside`re D(r) le disque centre´ de rayon r et C l’arc
de cercle d’e´quation (x−1/(2H))2+y2 = 1/(4H2) inclus dans D(r) (rH est
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suppose´ petit). C se´pare D(r) en deux composantes connexes : l’une contient
(−r, 0), elle est note´ D− l’autre contient (r, 0) elle est note´e D+.
On conside`re une suite (un) de solutions de (CMC) de´finies sur D
− qui
converge vers une solution u ; on suppose de plus que l’on satisfait l’une des
conditions suivantes :
1a. pour tout n ∈ N, un tend vers −∞ sur C ou,
1b. pour tout n ∈ N, la fonction un est la restriction a` D− d’une solution
vn de (CMC) de´finie sur D(r) et C est une ligne de divergence de
(vn).
Alors la fonction u tend vers −∞ sur C.
De meˆme, si on conside`re une suite (un) de solutions de (CMC) de´finies
sur D+ qui converge vers une solution u et que l’on suppose de plus que la
suite satisfait l’une des conditions suivantes :
2a. pour tout n ∈ N, un tend vers +∞ sur C ou,
2b. pour tout n ∈ N, la fonction un est la restriction a` D+ d’une solution
vn de (CMC) de´finie sur D(r) et C est une ligne de divergence de
(vn).
Alors la fonction u tend vers +∞ sur C.
De´monstration. Les de´monstrations des quatre cas sont semblables, on va
donc s’inte´resser aux cas 1a et 1b. On conside`re Cε l’arc de cercle inclus
dans D− d’e´quation (x− (1/(2H) − ε))2 + y2 = 1/(4H2). On note alors Ωε
la partie de D− comprise entre Cε et C. On oriente les arcs de C et Cε dans
le sens des y croissant.
On a alors pour tout n :∫
∂Ωε
ωun = 2H Aire(Ωε)
Ceci nous donne, pour tout n :∣∣∣∣∫
C
ωun −
∫
Cε
ωun
∣∣∣∣ ≤ 2H Aire(Ωε) + 2lε
ou` lε est la longueur de l’un des deux arcs de cercles qui forment l’intersection
de ∂Ωε et ∂D(r). Dans les deux cas 1a et 1b, lim
∫
C
ωun = −ℓ(C). Donc en
passant a` la limite dans l’ine´galite´ ci-dessus, on obtient :∣∣∣∣−ℓ(C)− ∫
Cε
ωu
∣∣∣∣ ≤ 2H Aire(Ωε) + 2lε
Lorsque ε tend vers 0, Aire(Ωε) et lε tendent vers 0, donc
∫
C
ωu = −ℓ(C).
Ceci prouve que, le long de C, ωu = −ds. Ainsi, d’apre`s le lemme 1, u prend
la valeur −∞ le long de C.
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4.2 Le cas des donne´es borne´es
Dans cette partie, nous allons nous inte´resser au cas ou` la suite (un) reste
finie sur le bord. Dans deux articles [Se1, Se2], J. Serrin a e´tudie´ le proble`me
de Dirichlet attache´ a` (CMC) pour des donne´es finies sur le bord du domaine.
Il a montre´ qu’une condition naturelle pour l’e´tude de ce proble`me est de
supposer que la courbure exte´rieure est partout supe´rieure a` 2H le long du
bord. C’est donc sous cette hypothe`se de courbure que nous allons donner
un re´sultat concernant les lignes de divergence.
Proposition 13. On conside`re Ω un domaine de R2 dont un arc C du bord
a une courbure exte´rieure κˆ ≥ 2H. On conside`re (un) une suite de solutions
de (CMC) sur Ω, continues sur Ω ∪ C telle qu’il existe M ∈ R avec, pour
tout n ∈ N, |un| ≤ M sur C. Alors, aucune ligne de divergence de la suite
(un) n’a pour extre´mite´ un point inte´rieur a` C.
De´monstration. On remarque tout d’abord que, si C ne contient pas d’ arc
de cercle de courbure κˆ = 2H, le lemme 3.3 de [Sp] de´montre la propo-
sition. En effet, celui-ci impose que, dans ce cas, la suite (un) soit borne´e
au voisinage de C. Ainsi, d’apre`s les estime´s de gradients, la suite (Wn(Q))
reste borne´e pour tout Q dans un voisinage de C et il n’y a pas de ligne
de divergence. Supposons donc maintenant que C soit un arc de cercle de
courbure κˆ = 2H.
D’apre`s le lemme 3.3 de [Sp], il existe c > 0 et un voisinage de C tels
que sur ce voisinage un ≤ M + c pour tout n ∈ N ; autrement dit, la
suite est uniforme´ment majore´e au voisinage de C. Supposons que la suite
(un) admette une ligne de divergence C
′ ayant pour extre´mite´ un point
P inte´rieur a` C. La suite (un) est uniforme´ment majore´e sur un voisinage
de P . Comme dans la de´monstration de la proposition 10, on suppose que
l’arc de cercle C est l’arc parame´tre´ par longueur d’arc de la fac¸on suivante
c : s 7→ ( 12H cos(2Hs), 12H sin(2Hs)) avec c(0) = P . On note ν la normale
a` C ′ telle que, pour tout point Q de C ′, Nnk(Q) → ν(Q) ; pour simplifier,
dans la suite on supposera que Nn(Q) → ν(Q) . Quitte a` syme´triser Ω par
rapport a` y = 0 et conside´rer la suite (un(x,−y)) sur le nouveau domaine,
on peut supposer que (ν(P ), (−1, 0)) forme une base directe (voir figure 3.a).
La principale difficulte´ de la de´monstration est de prouver que, pour s
petit, on a :
lim
n→∞
∫
c([0,s])
ωun = ℓ(c[0, s]) = s (∗)
On se rame`ne alors a` une situation connue.
Pour montrer (∗), on va comparer la suite (un) a` des fonctions barrie`res
que sont les fonctions ht introduites dans la premie`re partie.
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On va utiliser les coordonne´es polaires (r, θ) de telle fac¸on que le point
P soit le point de coordonne´es polaires (1/(2H), 0) et que C soit un arc de
r = 1/(2H). Soit s0 > 0 et η > 0 tels que c(]− η, s0+ η[) soit inclus dans C.
L’arc C ′ se´pare un voisinage de C dans Ω en deux composantes connexes,
on note Ω′ la composante contenant c(]0, s0]) (voir figure 3.a).
On conside`re 0 < t < 1/(4H) tel que l’ensemble D = {(r, θ)| r1(t) < r ≤
1/2H, −η/2 ≤ θ ≤ s0} soit inclus dans Ω et meˆme dans un voisinage de C
ou` un ≤ M + c ; pour t suffisament proche de 1/(4H), on a ces inclusions.
On va alors comparer la suite un a` la fonction ht−M − 1 qui est de´finie sur
D. On conside`re µt > 0 tel que µt tende vers 0 lorsque t tend vers 1/(4H).
On pose st le plus petit s ∈ [µt, s0] tel que l’ensemble {(r, θ)| r1(t) < r ≤
1/2H, −η/2 ≤ θ ≤ st/2} contiennent D∩C ′. Remarquons que, comme r1(t)
converge vers 1/(2H) lorsque t tend vers 1/(4H), st converge vers 0 lorsque
t→ 1/(4H). On note alors :
D1 = {(r, θ)| r1(t) < r ≤ 1/2H, −η/2 ≤ θ ≤ st}
D2 = {(r, θ)| r1(t) < r ≤ 1/2H, st ≤ θ ≤ s0}
De plus on conside`re que t est suffisament proche de 1/(4H) pour que C ′∩D
soit un arc de cercle ayant pour extre´mite´ P et un point Q contenu dans
{r = r1(t)} (voir figure 3.a).
Par hypothe`se, |un| < M sur C ∩ D ; ainsi le long de cet arc, on a
ht −M − 1 = −M − 1 < un. On va montrer l’e´nonce´ suivant.
Lemme 14. A partir d’un certain rang n0, il n’existe plus de chemin injectif
γ dans D2 joignant C∩D2 a` {r = r1(t)}∩D2 le long duquel un > ht−M−1.
Supposons au contraire qu’il existe une sous-suite (nk) d’indice telle que,
pour tout k, on puisse trouver un chemin γk satifaisant la proprie´te´ ci-dessus.
γk se´pare D en deux composantes connexes dont l’une contient D1, on note
V l’intersection de cette composante avec Ω′ (voir figure 3.b).
Lemme 15. Pour k suffisament grand, il existe des points de V ou` unk <
ht −M − 1.
De´monstration. Si ce n’est pas le cas, pour tout k, unk ≥ ht −M − 1 sur
D1 ∩Ω′. Ainsi la suite (unk) est uniforme´ment minore´e sur D1 ∩Ω′ ; on sait
par ailleurs que sur cette ensemble elle est majore´e par M + c. Il existe
donc une sous-suite de (unk) qui converge vers u une solution de (CMC)
sur D1 ∩Ω′. La fonction u est borne´e en tant que limite d’une suite borne´e.
Le domaine D1 ∩ Ω′ est en partie borde´ par un sous-arc de C ′ qui est une
ligne de divergence ; d’apre`s le lemme 12, u prend la valeur +∞ le long
de ce sous-arc. Ceci contredit le fait que u soit borne´e et le lemme 15 est
prouve´.
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On sait maintenant que, pour k grand, il existe des points de V ou`
unk < ht −M − 1. Plus pre´cise´ment, on a :
Lemme 16. Pour k suffisament grand, il existe des points appartenant a`
V ∩ {r = r1(t)} ou` unk < ht −M − 1.
De´monstration. Si le lemme n’est pas ve´rifie´, il existe une constante K ∈ R
telle que, pour tout k, unk est minore´e par K sur ∂V \C ′. Notons a le point
de coordonne´es polaires (1/(2H), s0) et b celui de coordonne´es (r1(t), s0), il
s’agit de deux sommets de D. Conside´rons alors le domaine U de R2 de´limite´
par les arcs de cercles suivants :
– le sous-arc
⌢
Pa de C,
– un arc de cercle de courbure 2H joignant a a` b
– un arc de cercle de courbure 2H joignant b a` Q
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– un arc de cercle de courbure 2H joignant Q a` P
Comme sur la figure 3.c, les arcs sont choisis de telle fac¸on que par rapport
a` U leur courbure exte´rieure soit 2H pour
⌢
ab et
⌢
bQ et −2H pour
⌢
QP ; on
remarque que U contient ∂V \C ′. Le the´ore`me 6.2 de [Sp] nous dit qu’il
existe alors une solution v de l’e´quation (CMC) de´finie sur U tel que v
prenne pour valeur sur le bord 0 le long de
⌢
Pa ∪
⌢
ab ∪
⌢
bQ et −∞ le long de
⌢
QP . La fonction v est majore´e par 0. Ainsi, d’apre`s le principe du maximum,
pour tout k ∈ N, unk ≥ v +K sur V ∩ U ⊃ D1 ∩ U . Par ailleurs (unk) est
uniforme´ment majore´e sur D1 ∩U . Ainsi D1 ∩U est inclus dans le domaine
de convergence de la suite (unk).
Regardons maintenant le comportement de la suite sur le domaine de R2
compris entre le sous-arc de C ′ joignant Q a` P et l’arc
⌢
QP bordant U . Si
un point de ce domaine n’est pas dans le domaine de convergence, une ligne
de divergence doit apparaˆıtre. Comme le long de C ′, Nn → ν, cette ligne de
divergence ne peut intersecter C ′. Ainsi cette ligne de divergence intersecte
l’arc
⌢
QP bordant U et a des points dans D1 ∩ U , ce qui est impossible car
D1∩U est inclus dans le domaine de convergence. Ainsi on vient de montrer
que D1 ∩ Ω′ est inclus dans le domaine de convergence de (unk).
Comme (unk) est uniforme´ment borne´e sur D1 ∩ U , quitte a` extraire,
(unk) converge vers une solution u de (CMC) sur D1 ∩ Ω′. Comme unk ≤
M + c, u ≤M + c sur D1∩Ω′. Par ailleurs le lemme 12 nous dit que u prend
la valeur +∞ le long du sous arc de C ′ bordant D1 ∩Ω′, ce qui nous donne
la contradiction recherche´e et de´montre le lemme 16.
Reprenons la de´monstration du lemme 14. Conside´rons k suffisament
grand de fac¸on a` ce que le lemme 16 soit satisfait. Le long de l’arc D1 ∩ C
on a unk > ht −M − 1, conside´rons alors la composante connexe de {unk >
ht−M − 1}∩V contenant cet arc et notons U son comple´mentaire dans V .
D’apre`s les lemmes 15 et 16, U est non-vide.
Comme unk > ht−M−1 le long de γk, le bord de U se compose de trois
parties (voir figure 4.a) :
– la premie`re, Γ1, est l’intersection de ∂U avec C
′, il s’agit d’un sous-arc
de C ′ qui est de la forme
⌢
Q′T si il est non vide,
– la deuxie`me, Γ2, est l’intersection avec {r = r1(t)}, il s’agit d’un sous-
arc non-vide d’apre`s le lemme 16 et
– la dernie`re, Γ3, est la partie incluse dans l’inte´rieur de V le long de
laquelle unk = ht −M − 1.
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(a)
U
Γ3
(b)
U
Γ3
Γ2
Γ1
Γ4
c(st)
Γ2
Fig. 4 –
On a alors :
0 =
∫
∂U
ωunk − ωht =
3∑
i=1
∫
Γi
ωunk − ωht
Tout d’abord, le long de Γ3 le vecteur ∇unk−∇ht pointe vers l’exte´rieur
de U , donc, d’apre`s le lemme 2 dans [CK],
∫
Γ3
ωunk−ωht > 0. Deuxie`mement,
comme la de´rive´e normale de ht en un point de {r = r1(t)} vaut −∞,∫
Γ2
ωunk − ωht > 0. Maintenant C ′ est une ligne de divergence et Γ1 est de
la forme
⌢
QT ainsi pour k suffisament grand
∫
Γ1
ωun
k
≥ ∫Γ1 ωht . Donc pour
k suffisament grand : ∫
∂U
ωunk − ωht > 0
Ceci nous donne une contradiction et prouve le lemme 14
Reprenons maintenant la preuve de la proposition 13. On sait que le
long de {r = 1/(2H)} ∩ D2 on a un > ht − M − 1, conside´rons alors U
la composante connexe de {un ≥ ht −M − 1} ∩ D2 contenant cet arc. Le
lemme 14 nous dit que pour n suffisament grand le bord de U ne rencontre
pas {r = r1(t)}. Ainsi le bord de U se decompose en quatre parties (voir
figure 4.b) :
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– l’arc c([st, s0]) = {r = 1/(2H)} ∩D2,
– un segment Γ2 inclus dans {θ = s0},
– une courbe Γ3 incluse dans D2 joignant {θ = s0} a` {θ = st} le long de
laquelle un = ht −M − 1 et
– un segment Γ4 inclus dans {θ = st}.
Maintenant, on a :
0 =
∫
∂U
ωun − ωht
Cette e´galite´ se re´e´crit :∫
c([st,s0])
ωun =
∫
c([st,s0])
ωht −
∫
Γ3
ωun − ωht −
∑
i∈{2,4}
∫
Γi
ωun − ωht
Le long de Γ3 le vecteur ∇un−∇ht pointe a` l’inte´rieur de U donc
∫
Γ3
ωun −
ωht ≤ 0. Les segments Γ2 et Γ4 sont de longeur infe´rieur a` 1/(2H) − r1(t).
On obtient donc l’ine´galite´ :∫
c([st,s0])
ωun ≥
∫
c([st,s0])
ωht − 4
(
1
2H
− r1(t)
)
Cette ine´galite´ nous donne :
ℓ(c([0, s0])) ≥
∫
c([0,s0])
ωun ≥
∫
c([st,s0])
ωht − 4
(
1
2H
− r1(t)
)
− ℓ(c([0, st]))
Lorsque t tend vers 1/(4H), st tend vers 0,
(
1/(2H) − r1(t)
)
tend vers 0 et∫
c([st,s0])
ωht tend vers ℓ(c([0, s0])). Ainsi en laissant tendre t vers 1/(4H), on
obtient :
lim
n→+∞
∫
c([0,s0])
ωun = ℓ(c([0, s0]))
et donc, pour tout s < s0, on obtient (∗) :
lim
n→+∞
∫
c([0,s])
ωun = ℓ(c([0, s])) = s
On se retrouve alors dans une situation similaire a` celle de la proposition
10 dont on peut appliquer la de´monstration avec de tre`s le´ge`res modifica-
tions.
On remarque que la conclusion de la proposition 13 est aussi vraie lorsque
l’ on a, pour tout n ∈ N, supC un − infC un ≤ M ou` C est un arc du bord
de courbure exte´rieure supe´rieure a` 2H. En effet, il suffit d’appliquer la
proposition 13 a` la suite (un − un(P )) ou` P est un point de C.
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